TUTORIUM - ANALYSIS 11

Bonusaufgaben

Metrische und normaierte Raume

Kapitel 13 — Metriken, Normen, offene & abgeschlossene Mengen,
Folgen, Vollstandigkeit

Bearbeitungszeit: ca. 30-45 Minuten

Umfang: 4 Aufgaben, aufsteigender Schwierigkeitsgrad
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Bonusaufgaben von Mirkan Deniz Ginkaya. Angaben ohne Gewdhr.




Bonusaufgaben Metrische & normierte Rdume

Aufgabe 1 — Aufwirmen: Drei Integrale (leicht) N

Berechne die folgenden bestimmten bzw. unbestimmten Integrale.
2
(a) / (31‘2 — 4z +5) dz
0
1
(b) /(2 cosx + E> dz (x >0)

1
(¢) Mit Substitution: / 2ze” da
0

[\
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Loésung zu Aufgabe 1

(a) Stammfunktion termweise:

/02(3:L‘2—4:L‘+5)d$: [x3—2x2+5x}z — (8—8+10) — 0 =[10].
(b) Termweise integrieren (mit 2 > 0, also [ 1 dz = Inz):
/(ZCosx—i-%)dszsinx—i—lnx—i—C, C eR.
(¢) Substitution u = 22, also du = 2z dz. Grenzen: 1 = 0= u =0, z =1= u = 1. Damit

1 1
/ 2336x2d33:/ e"du:[e“]é:e—l.
0 0

Der Faktor 2z dx ist genau du — deshalb passt die Substitution wie angegossen.
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Aufgabe 2 — Hamming-Metrik & Normaxiome (leicht) \
(a) (Hamming-Metrik). Auf X = {0,1}" ist die Hamming-Metrik

dz,y) =#{ie{l,....n} iz #y }

die Anzahl der Stellen, an denen sich zwei Bitfolgen unterscheiden. Sei n = 5 und

z=(1,0,1,1,0), y=(1,1,0,1,0), z=(0,1,0,1,1).

Berechne d(x, y), d(y, z) und d(z, z) und iiberpriife an diesem Beispiel die Dreiecksungleichung
d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2).
(b) (Normaziome konkret). Wir betrachten die Maximumsnorm ||v|| ., = max{|vi|, |va|}
auf R2. Weise fiir

v=(2,-3), w=(-1,4), A=-2

die drei Norm-Eigenschaften nach: priife |Av||, = || ||v]|, (Homogenitdt) und die Dreieck-
sungleichung |[v + w|| < ||v]|o + [|w]|,, an diesem konkreten Beispiel.

(c) (Zeichnen). Skizziere in (R?, ||| ) die abgeschlossene Kugel K1(0) = {v : [jv]|, <
1} und die offene Kugel B2(0) = {v : |[v| < 2} im selben Koordinatensystem. Welche
geometrische Form haben Kugeln in der Maximumsnorm?
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Loésung zu Aufgabe 2 \

(a) Stellenweiser Vergleich (Position fiir Position):

‘ #Unterschiede

= = =

4 5
ae 1 0
Y 1 0

Y~ oo
WY © R|w

d(z,y) =2

Analog: y = (1,1,0,1,0) vs. z = (0,1,0,1,1) unterscheiden sich an Stelle 1 und 5, also
d(y, z) = 2.

x=(1,0,1,1,0) vs. z = (0,1,0,1, 1) unterscheiden sich an den Stellen 1,2, 3,5, also d(z, z) =
4.

Dreiecksungleichung: d(x,z) =4 <242 =d(z,y) + d(y, z). v (hier sogar mit Gleichheit)
(b) Mitv=(2,-3), w=(-1,4), A= -2

|v]l o = max{2,3} =3, |w|l o = max{1,4} = 4.

Homogenitit: \v = (—4,6), also || \v||,, = max{4,6} =6, und |}| ||v]|,=2-3=6. V
Dreiecksungleichung: v+ w = (1,1), also ||[v +w||,, = max{1,1} =1, und ||v|| + ||[w| =
3+4=7. Tatséchlich 1 <7. v

(c) Kugeln in der Maximumsnorm sind achsenparallele Quadrate (mit Mittelpunkt 0 und
Seitenldnge 2r):
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K1(0) (durchgezogen, dunkelgriin) ist das abgeschlossene Quadrat [—1,1]? inklusive Rand;
Bs(0) (gestrichelt, bordeaux) ist das offene Quadrat (—2,2)% ohne Rand.
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Aufgabe 3 — Offene Halbscheibe: Rand & Inneres (mittel) \
Wir betrachten den metrischen Raum (R?,||-||,) und die obere Halbscheibe

H:z{(m,y)ERQ:x2+y2<4undy>O}.

(a) Zeichnen & Anschauung. Skizziere H. Aus welchen zwei “Stiicken” besteht der Rand 0 H
anschaulich?

(b) Bestimme das Innere H°, den Abschluss H und den Rand OH. (Antworten als Mengen
in der Form {(z,y) : ...} angeben. Tipp: schreibe OH als Vereinigung des Kreisbogens und
des Durchmesserstiicks.)

(c) Zeige, dass H offen ist: weise nach, dass jeder Punkt a = (a1,a2) € H ein innerer Punkt
ist, indem du ein konkretes e > 0 angibst mit B.(a) C H.

6
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Loésung zu Aufgabe 3 \

Schreibe p := ||(z,y)||y = V22 + y?. Dann ist H = {p < 2 und y > 0} — die offene Kreiss-
cheibe vom Radius 2, eingeschrinkt auf die obere Halbebene.
(a) Skizze:

—————
- ~-~o

Durchmesser y = 0

Der Rand besteht anschaulich aus zwei Sticken: dem oberen Kreisbogen (p =2, y > 0) und
dem Durchmesserstiick auf der xz-Achse (y =0, —2 < x < 2). Beide gehoren nicht zu H (alle
Ungleichungen sind strikt).

(b) Da beide Bedingungen (p < 2 und y > 0) offene Bedingungen sind, ist H bereits offen
und stimmt mit seinem Inneren iiberein:

H°=H ={(z,y) : p<2, y>0}.
Der Abschluss erginzt die Rander (“<” wird “<"):
H={(z,y):p<2, y>0}
Der Rand ist die Vereinigung von Bogen und Durchmesserstiick:

OH ={(z,y):p=2,y20} U {(z,y):y=0, -2<z<2}.

Vv
Kreisbogen Durchmesserstiick

(c) Seia = (ar,as) € H, also p, := /a7 + a? < 2 und az > 0. Setze
g:=min{2 — p,, az } > 0.
Sei b € B.(a) beliebig, d.h. ||b — al|, < e. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung fiir ||-||,:
Iblly < llally + 16— ally < pa+ 2= pa) = 2,
also liegt b in der offenen Scheibe. Aufierdem ist die zweite Koordinate
by = az + (ba —az) > as — |ba — az| > az — ||b—all, > az —as =0,

also b > 0. Damit ist b € H, und da b beliebig war, folgt B.(a) C H. Also ist a ein innerer
Punkt — und da a € H beliebig war, ist H offen. 1

Idee: 2 — p, ist der Abstand zum Bogen, as der Abstand zur x-Achse; das Minimum sorgt
dafiir, dass die ganze Kugel von beiden Réndern wegbleibt.
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Aufgabe 4 — Cauchy-Schwarz, Konvexitit, Vollstindigkeit (sehr schwer)

Drei zusammenhingende Bausteine. Du darfst die Satze des Skripts (Cauchy—Schwarz, Kon-
vexitdtskriterium, (R", ||-||,) ist vollstédndig) ohne Beweis verwenden.

(a) (Cauchy—Schwarz konkret). Seien aq,...,a, > 0. Zeige mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

1 2
(Ze)(ET) =
i=1 i=1 "
(b) (Konvezxitdt). Sei f : (0,00) — R, f(t) = —Int. Zeige mit dem Skript-Kriterium

(f" > 0), dass f konvex ist, und folgere fiir a,b > 0 und A\ € (0,1) die “gewichtete AM-GM-
Ungleichung”
bt < Aa+ (1 - A\)b.

(c) (Konvergenz einer Folge in R?). Betrachte die rekursiv definierte Folge (2 )ren in
(R?, [-ll3) mit 1 ,
z1 = (1,0), Tir1 = 3 2k + (0, 2).

Zeige, dass (z) eine Cauchy-Folge ist, und bestimme den Grenzwert a = limyg_, o, k.

Tipps. (a) Wahle in Cauchy-Schwarz die Vektoren mit Komponenten /a; bzw. 1/\/a;. (b)
“—In konvex” auf zwei Punkte 1 = Ina, x5 = Inb anwenden und beide Seiten betrachten. (c)
Zeige zuerst ||zg41 — xlly < § |2k — T—1], (Kontraktion) und nutze die geometrische Reihe.
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L6sung zu Aufgabe 4 \

(a) Setze in R™ (mit Standardskalarprodukt) die Vektoren
w=(Vai,...,van), v= (ﬁ})

Dann ist (u,v) = " \/a; - \/—1&7 =", 1=n, ferner
n n 1
2 2
luly =0 o= —.
i=1 i=1 "
Cauchy—Schwarz |(u,v)| < |lul|, [|v]|, liefert nach Quadrieren

o = (o) <l ol = (Ya) (0 2).

1=l =1

Das ist die Behauptung. (Gleichheit genau bei a1 = --- = ay.) O

(b) Konvezitat. Fir f(t) = —1Int ist
) =-1 ') = t% >0 fiir alle t > 0.

Nach dem Skript-Kriterium (Satz 13.7) ist f damit konvex auf (0, co).
Folgerung. Wende die Konvexitédtsdefinition auf 21 =a >0, z2 =b>0und A € (0,1) an:

fAa+ (1 =Nb) < Af(a) + (1= N)f(b),

also
—In(Aa+ (1-A)b) < —Alna—(1—A)Inb=—In(a’d'"?).

Multiplikation mit (—1) dreht die Ungleichung um:
In(Aa + (1= A)b) > In(a*d' ).

Da In streng monoton wachsend ist, folgt Aa + (1 — A\)b > a*b'~*, d.h.

a b < da+ (1 - A\)b.

(Fiir A = % ist das die klassische Ungleichung vab < GTH’ [l

)

c) Schritt 1 — Kontraktion. Fiir die Abbildung T'(z) = Loy 0, 2 gilt mit der Homogenitit
3 3

und Linearitdt der Norm fir alle z, y:

|T(z) —T(y)ll, = H%(az - y)Hz = % lz —yll, -
Da xp11 = T(xy), folgt mit Dy := ||zpy1 — zio:
Dy = ||T(zx) = T(xx-1)lls = 5 lzx — 2x-1ll; = §Dx-1-
Induktiv also Dy = (1)*7"Dy. Mit @y = T(21) = 1(1,0) + (0, 2) = (4, 2) ist
Dy = |lzz — a1l = [[(=5. D), = 3v2.

Schritt 2 — Cauchy-Eigenschaft. Fiir m > k liefert die Dreiecksungleichung und die ge-
ometrische Summe

m—1
|lZm —aklly < Y Dj = Dy
i=k :
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Die rechte Seite hiangt nicht von m ab und geht fiir £k — oo gegen 0. Zu jedem e > 0 gibt es
also ein N mit ||z, — x|, < € fiir alle m > k > N — (x) ist eine Cauchy-Folge.

Schritt 8 — Grenzwert. Da (R?, |-||,) vollstéindig ist (Banachraum), konvergiert (z) gegen
ein a € R2. Grenziibergang in x5, = %xk + (0, %) liefert die Fixpunktgleichung

a=1a+(0,2) < 2a=(0,%) < a=(0,1).
lim z; = (0,1)
—00
Plausibilitdtscheck: v1 = (1,0), xo = (%, %), T3 = (%, %), ... — die erste Koordinate — 0, die
zweite — 1, genau wie behauptet. [l

Bonusaufgaben von Mirkan Deniz Giinkaya. Angaben ohne Gewdhr. Viel Erfolg!



